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Fonctions polynomes &
01 équations du second degré

I. FONCTIONS POLYNOMES DE DEGRE 2

A. Généralités

(
DEFINITION

Une fonction polyndme de degré 2, appelée aussi trindme, est une fonction f définie sur R par
f(z) = az® + bz + c.

a, b et c sont des nombres réels appelés coefficients du trindme, avec a # 0 (sinon f est une
fonction affine ou linéaire).

EXEMPLE
i) f(z) =22+ 4z + 2 est une fonction polyndme de degré 2 aveca = 2,b=4etc = 2.

ii) g(z) = 2z + 5 n'est pas une fonction polyndme de degré 2 mais de degré 1, car a = 0.

THEOREME

Toute fonction polyndme de degré 2 définie sur R par f(z) = az? + bz + c avec a # 0 peut s'écrire
sous la forme

f(z)=a(z—a)*+ B8 on a:—z—l; et 8= f(a).

Cette forme est la forme canonique de la fonction f.

» DEMONSTRATION
f(z) =az® +bx +c

:a{wQ—&-gm}—l—c

=a(ztg) — -+
(z+ b)g b? — dac
=alx — —
2a 4a
2_
Nous avons bien f(z) = a(z — a)?+ faveca = —— et f = b 1 dac
a

DEFINITION

On appelle discriminant du trindme le réel A = b* — 4ac.
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REMARQUE

b 2
La forme canonique d'un trindme peut s'écrire: f(z) =a (a: + 2—) I
a a
B. Sens de variation d'un trindme

1. Sommet et coordonnées

4
PROPRIETE

Soit f(z) = ax? + bx + c avec a # 0.

i) La courbe représentative de f est une parabole de sommet S(«; ). Les coordonnées du

¢ sécrivent S b A g b b
sommet s'écriven —5-5 ~7a ) °ou _%,f 5

ii . i . b L
i) Une parabole possede un axe de symeétrie d'équation x = ——, c'est-a-dire z = a.

S(a;B)

X=d

CAS A >0 — SOMMET S, AXE DE SYMETRIE X = A

2. Courbes et tableaux de variation

18" cas: a > 0. La fonction est décroissante puis croissante.

X -0 o +00

B

A >0 :MINIMUM B ATTEINT EN A

2€ cas:a < 0. La fonction est croissante puis décroissante.
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D Q

A < 0:MAXIMUM B ATTEINT EN A

II. RESOLUTION DE LEQUATION A X? + BX + C = 0 (A DIFFERENT DE 0)

L'objectif est de résoudre des équations du type az? + bz + ¢ = 0. D'aprés la partie précédente :

a:z:z—i-b:c—i-c:a{(w—i-%f——}

b\> A
C il suffit de résoud — )] ——=0.
omme q # 0, il suffit de résoudre (a:—l— 2a> 10 0

A. Cas n°1: A est négatif (A < 0)
1. Solution de I'équation

THEOREME
Lorsque le discriminant du trindme est négatif, I'équation az? + bz + ¢ = 0 n'admet aucune
solution réelle.

» DEMONSTRATION

A b\ A
Ona4a® > 0donc —— > 0, d'ot —) ——= >0
a 102 > u <:E+ 2a> 102 >

2

. . b .

Léquation | £ + — | — — = 0 n'a donc aucune solution.
2a 4a

EXEMPLE

22+z+1=0: A=0>b—4ac = —3 < 0,donc cette équation n'admet aucune solution dans R.

2. Factorisation

THEOREME

Si A < 0, le trindbme n'a pas de racine réelle : il n'est pas factorisable sur R.

B. Cas n°2: A est nul (A = 0)
1. Solution de I'équation

THEOREME

b

Si A = 0, I'équation az? + bz + ¢ = 0 admet une unique solution, appelée racine double: o = ——.
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» DEMONSTRATION

A b\? b
Ona—— =0,onrésoutdonc (z+ — | =0,dolz=——:ilya une seule solution.
4a? 2a 2a
EXEMPLE
22 +2x+1=0: A =0, l'équation admet une unique solution o = —1.

2. Factorisation
THEOREME

b\2
Si A = 0, pour tout réel z: aw2—|—b:z:—|—c:a<a:—|— 5> .

» DEMONSTRATION

2 2
R . b A . b .
D'aprés la forme canonique, az? + bz +c=a <z + 2—> 1 SiA=0,ilrestea <m + 2—> ,quiestla
a a a

forme factorisée.

C. Cas n°3: A est positif (A > 0)

1. Solution de I'équation

4
THEOREME

Si A > 0, l'équation az? + bz + ¢ = 0 admet deux solutions z; et z,, appelées racines du trindbme :

—b— /A —b+ VA
r = — et Tr9 = —— .
2a 2a
\
) DEMONSTRATION
A
4a? > 0 donc 1o < 0, 0on peut alors factoriser :
a
b2 A _
(@+5) — 1=

i ; : . —b—+vA —b+ VA
Un produit de facteurs est nul si I'un au moins de ses facteurs est nul, d'ou z; = —oa etxy, = ;——
a a
EXEMPLE

Résoudre —2z2 + 2 +4=0. A =b% —4ac =1+ 32 = 33 > 0:il existe deux racines.

~1-+/33  1++/33  -1++33 1-+33
-4 4 N -4 4

r1 = o

2. Factorisation

THEOREME

Si A > 0, le trinbme a deux racines x; et zy. Pour tout réel z: az? + bz + ¢ = a(z — z1)(z — z2).
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D. Bilan

Selon le signe du discriminant A = b* — 4ac:

A A<O0 A=0 A>0
Racines aucune Lo = _%

2
Factorisation impossible sur R a(a: + %)

Récapitulatif des trois cas de résolution.

Ill. SIGNE DU TRINOME DU SECOND DEGRE

Etudier le sighe d'un trindme revient & connaitre les intervalles sur lesquels il est positif, négatif, et les
valeurs de z ou il sS'annule. On a, pour tout réel z :

aw2+bw+c:a{(w+%)2—ﬁ}

A. Casn°1: A <0

THEOREME

Si A < 0, le trindbme est du sighe de a.

» DEMONSTRATION

A b2 b\ A . )
——>0et|x+— | >0,donc|(z+ — ) —— > 0.Letrinbme est du signe de a.
4a? 2a 2a 4q?

B. Casn°2: A =0

THEOREME

. A . b
Si A = 0, le trinbme est du signe de ¢ et s'annule en g, = o

a

) DEMONSTRATION

A b\’ - _ b
—— =0et|z+ — > 0:le trinbme est du signe de a et s'annule en xyg = ——.

4q2 2a 2a

C. Casn°3:A >0

az? + bx + ¢ = a(z — x1)(z — z2) OU z; < z» sont les racines. On se raméne a une équation produit (vue
en seconde) :

x —00 T T2 +00
T— T - o + +

T — T2 — — o

(z —21)(z — z,) + | o | - | o
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REMARQUE
f(z) = a(x — x1)(z — z2) est du signe de a a I'extérieur des racines, et du signe opposé a a a l'intérieur
des racines.

EXEMPLE
. . . . 1++33 — V33
Etudions le signe de f(z) = —2z% +z +4. A =33 > 0, racines z; = +T etz = 1
z S 174 33 1 x 33 400
f(z) =22 +z+4 - 0 + 0 _
Du sighe de a = —2 a l'extérieur des racines.

Donc f(z) < 0 pour z 6}—00; :‘*f)‘@] U [%; +oo[et f(xz) > 0pourz e [1*}1@; ”ﬁ].

IV. PROPRIETES SUPPLEMENTAIRES

A. Somme et produit des racines

(

THEOREME
Si le trindme az? + bz + ¢ admet deux racines distinctes ou confondues, alors leur somme S et leur
produit P vérifient:

n
Il
|
Q|
s
N
I
@_In

» DEMONSTRATION

“b-vA __-b+VA

Cas de deux solutions distinctes 1 = —— et z»
2a 2a
—2b b
S:m1+z2:—:7_
2a a
b2 —A dac

C
P:.CC1><£1$2:—:_:_
4q? 402 a

PROPRIETE
Deux réels ont pour somme S et produit P si et seulement s'ils sont solutions de I'équation z2 —

Sz + P =0.

) DEMONSTRATION
i) Siz;etxy vérifient S = 21 + z2 et P = zyzp,alorszg = S — z1 et P = 21(S — #1), donc 23 — Sz +
P = 0:z; est solution de 22 — Sz + P = 0 (de méme pour x3).

i) Réciproquement, si 1, T2 sont solutions de 22 — Sz + P = 0,alors £1 + 22 = Setx1x3 = P.
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EXEMPLE

L'équation 222 — z — 1 = 0 admet z; = 1 comme solution évidente. L'autre solution vérifie 1 x x5 =

1 1
——, douzy = — .
2’ Y 2

B. Racines et symétrie de la courbe

PROPRIETE
T + T2

Si az? 4 bz + c admet deux racines z; et xz,, alors l'abscisse du sommet vérifie: a = 5
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